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あらまし 非線形力学系において，系に含まれるパ

ラメータが変化し，固定点の特性乗数が複素単位円外

に出ることにより各種の局所的分岐現象を生じる．本

報告では，複素共役な特性乗数をもつ固定点に対し

て，偏角を指定してその位置，動径，パラメータ値を

数値計算する方法を述べる．また，その応用として，

Neimark-Sacker分岐パラメータ値を求める計算方法

を提案する．

キーワード 固定点，偏角，Neimark-Sacker分岐，

ニュートン法

1. ま え が き

非線形常微分方程式で記述される力学系では，パラ

メータの変動により，周期解のNeimark-Sacker（NS）

分岐を経て，準周期振動が観測されることがある．更

に，この準周期振動は，Arnold tongueで特徴づけら

れる同期引込み現象によって，様々な周期解に同期す

る [1]．また，しばしばトーラス崩壊ルートによるカオ

スの発生をみる．NS分岐は，計算方法が確立されて

おり [2], [3]，分岐後に発生する準周期解の周期引込み

領域と NS分岐との関係も調べられている [4]．

本論文では，連続力学系のポアンカレ写像または離

散力学系を対象とし，指定した偏角をもつ固定点（周

期点）の等高線をパラメータ平面で計算する方法を提

案する．固定点条件，共役複素数の特性乗数を代入し

た特性方程式を実部と虚部に分離し，それぞれを独立

した条件として連立させ，ニュートン法で固定点位置，

パラメータ値について解く．また，この手法の応用と

して，指定した偏角をもつ NS分岐を求める手法につ

いて述べる．これらのツールにより，固定点と NS分

岐，周期引込み領域との関係をより直接的に調べるこ

とができる．

2. 等高線の計算

写像 T が次式で記述されるとする：

T : Rn → Rn; u �→ T (u), u ∈ Rn (1)

ここで，T は二つのパラメータ λ1 ∈ R 及び λ2 ∈ R

について必要なだけ微分可能であるとする．T の固定

点 u0 ∈ Rn は，

T (u0) = u0 (2)

を満たす点である．T の m-周期点については，

T m(u0) = u0 (3)

を満たす T m の固定点 u0 を考えることに帰着される．

今，固定点が複素共役な特性乗数をもつと仮定する．

固定した偏角 θ をもつ固定点の位置とパラメータ値

を求めると，その解集合は，パラメータ平面で等高線

（isocline）を成す．

写像 T の固定点におけるヤコビ行列を Jとする．特

性方程式は，複素数の特性乗数であることより，

χ = det[J − reiθIn] = �χ + i�χ = 0 (4)

で与えられる．ここで，i は虚数単位，r は動径，In は

n× n の単位行列である．また，�χ，�χ はそれぞれ

特性方程式の実部と虚部を表す．指定した偏角 θ = θ∗

をもつ固定点を求めるには，次式を (u, λ1, r) ∈ Rn+2

についてニュートン法で解けばよい．

F =




T (u) − u

�χ

�χ


 = 0 (5)

このとき，ヤコビ行列は，

DF =




∂T

∂u0
− In

∂T

∂λ1

∂T

∂r
∂�χ

∂u0

∂�χ

∂λ1

∂�χ

∂r
∂�χ

∂u0

∂�χ

∂λ1

∂�χ

∂r




(6)

であり，各要素は変分方程式の求積解を用いる [2]．θ

を区間 [0, π] 内の特定の値に固定し，λ2 を増分パラ

メータとして，式 (5)の解 λ1 をプロットすれば，等

高線が得られる．まず，θ = 0，θ = π と指定して解

くことにより，固定点の存在領域のうち，固定点が結
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節点である領域と沈点である領域を分けることができ

る．これは，根軌跡において，根が実軸から離れる臨

界点のパラメータを与えているともいえる．その他の

偏角の等高線においては，固定点周りの過渡応答に関

する特定の瞬時位相を与えており，次章で述べる NS

分岐，周期解の分岐に深く関与している．

3. NS分岐の計算

次に，等高線計算の応用として，式 (5)において r

を 1に固定して NS分岐を求めることを考える．二つ

のパラメータ λ1，λ2 を選んで，偏角を θ = θ∗ と固

定し，式 (5)を (u, λ1, λ2) ∈ Rn+2 について解けば，

NS分岐値が求まる．この分岐は余次元 1の分岐であ

るため，分岐集合は 2-パラメータ平面では曲線を成す．

そこで，偏角 θ を増分パラメータに選び，区間 [0, 2π]

内で変化させることによって NS分岐曲線を追跡する

ことができる．このとき，ヤコビ行列は次式となる．

DF =




∂T

∂u0
− In

∂T

∂λ1

∂T

∂λ2

∂�χ

∂u0

∂�χ

∂λ1

∂�χ

∂λ2

∂�χ

∂u0

∂�χ

∂λ1

∂�χ

∂λ2


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(7)

従来の手法では偏角はNS分岐計算に関与せず，λ1 を

変数にして，λ2 は増分パラメータとし，NS 分岐の

計算後に偏角を算出していた．また，文献 [3]では θ

を独立変数にも選んでいるが，ニュートン法の変数と

なるパラメータは一つである．そのため，NS分岐パ

ラメータ値が求まったとき，増分パラメータの変化の

させ方は，予測子修正子法を使うなどの工夫が必要で

ある．

それに対し本手法は，NS 分岐が θ によってパラ

メータづけされることを利用し，θ とは別の二つの

パラメータをニュートン法の変数とし，θ は増分パラ

メータと選ぶことが可能となっている．したがって，

計算アルゴリズムは，パラメータ平面内の分岐曲線の

形状の変化に影響を受けないため，増分パラメータで

ある θ のステップ幅の制御は基本的に不要となる．ま

た，余次元 2の分岐点（接線分岐と NS分岐の重複，

周期倍分岐と NS分岐の重複）においても，ヤコビ行

列 (7)が非正則とならず，ニュートン法の反復計算が

発散することはない．

周期解の接線分岐曲線は，Arnold tongueで特徴づ

けられるように，周期引込み領域がカスプ点となって

NS分岐曲線に接続される．整数 p と q を任意に選ん

だとき，θ = πp/q で与えられる偏角をもつ NS分岐

値を得ると，その値は，対応する引込み領域のカスプ

点も与える可能性がある．本手法による NS分岐の計

算結果は，もしも同期化領域が NS分岐曲線に接続す

るのであれば，そのカスプ点を精度良く与えたことと

等価となり，周期解引込み領域の計算に際する重要な

情報となる．

4. 適 用 例

次の離散系を考える．

x1(k + 1) = x2(k) + ax1(k)

x2(k + 1) = x2
1(k) + b

k = 0, 1, 2, · · · (8)

ここで，a，b はパラメータである．固定点に関する

変分方程式の基本行列解を X としたとき，特性方程

式は

�χ = r2(cos2 θ − sin2 θ) − r cos θ trX + detX

�χ = 2r cos θ − tr X (9)

となり，ヤコビ行列 (6)，(7)のすべての要素は容易に

計算できる．

系 (8)において，いくつかの偏角の等高線及び NS

分岐曲線 NS を，提案手法で求めた結果を図 1 に示

す．この図には，m-周期点の接線分岐 Gm 及び周期

倍分岐 Im を従来手法で求め，図に重ね合わせてある．

NS分岐は，θ = 0 において，(a, b) = (2, 0.25) と

計算され，接線分岐との余次元 2の分岐となっている．

θ を徐々に増やしていくことによって NS分岐の曲線

図 1 式 (8)の分岐集合及び等高線
Fig. 1 Bifurcation diagram of Eq.(8).
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図 2 式 (10)の分岐集合及び等高線
Fig. 2 Bifurcation diagram of Eq.(10).

を得る．θ = π で (a, b) = (−1.75,−2) となり，周期

倍分岐に接続している．つまり，安定な固定点は，I1，

G1，NS で囲まれた領域で存在する．

図から，各偏角の等高線は，原点から放物線状に

分岐している．θ = 0 と θ = π の等高線，及び I1，

G1 で囲まれた領域では，特性乗数は実軸上に配置し，

よって固定点は結節点となることがわかる．NS分岐

曲線と，π/2，2π/5，π/3 の各等高線の交点には 4周

期，5周期，6周期解の接線分岐曲線のカスプが接続

している．なお，この系では，NS分岐曲線は理論的

に b = 0.5a − 0.75，−2 <= a <= 2 と与えられるので，

計算結果の正当性が確認できる．

また，連続時間系についても提案手法を適用した．

ニューラル発振器のモデルの一つである次の 2次元非

自律系を考える．

ẋ1 = 10f(x1) − 10f(x2) − 2.5 + B cos ωt

ẋ2 = 10f(x1) + 2f(x2) − 9.0

f(x) =
1

1 + e−x
(10)

この系では B = 0 の自律系においてリミットサイク

ルが存在し，B や ω の値に応じて，準周期解の発生

や，周期解への同期引込みが観測される．そこで状態

を，時刻 2π/ω ごとで離散化，ポアンカレ写像 T を

構成し，ω-B 平面において等高線及び分岐曲線を計算

した．図 2 参照．離散系 (8)と同様な構造が示されて

いる．

5. む す び

本論文では，固定点の特性乗数が指定した偏角をも

つ等高線の計算及び，NS分岐パラメータの計算方法

を述べ，離散系，連続系のそれぞれの例について計算

結果を示した．本手法で求めた特定の偏角をもつ NS

分岐点の情報をもとに周期解引込み領域を自動で追跡

する手法の開発が今後の課題である．
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