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研究ノート

碁石拾いとFibonacci数

1.「碁石拾い」とは何か

昨年の科学史研究会雑誌では,「石取 リゲーム」の

「 Wythoffの 二山崩しの変種」に関する我々の結果を

報告した。その中では, 日本での石取 リゲームの研究

について,明治以降になって海外から輸入される形で

始まり現在まで発展してきたという歴史的な面と現在

行われている研究 (我々の研究を含む)について紹介し

た.今回は,それから自然に派生した次のような問題
を考える.

問題)江戸時代の和算では,石取 リゲームに該当す
るものは無かったか ?

我々が調べた限りでは,江戸時代には,現在扱われ
ている石取リゲームのような二人以上の対戦型のゲー

ムは余り発達しなかったようである。しかし平山諦の

『東西数学物語』では,自石と黒石を並べて二人以上

で対戦できる石取 リゲームの一種の「四ッ石惣どり

ご,四 ッロ惣どり,三 ッ星惣どり」の三種を『和國知

恵較』から記載していて,それ自身も興味深いゲーム

であるが, ここではその内容には立ち入らない。一方

で,一人で遊ぶ石取リゲームの一種は,独自に発展し
ていて,「 ひろいもの」と名付けられていたたことが

分かった。
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和算に限らない様々な数学ゲームの話題を取りLげて

いる.日 本での数学ゲーム関連の主要な古典文献であ

り, ここで扱う「ひろいもの」に関しても,『和國知

恵較』(環中仙 1727年 )か ら5題 ,『勘者御伽双紙』(中

根彦循 1743年 )か らも4題 , さらに明治 12年 (1879

年)の前田理軒の『算法玉手箱』から 1題を選び,併
せて 10題が掲載されている。また問題だけでなく,

その解答 (原本の取 り尽 くし方法)も 転載収録されてい

る.

注意)古典的な著名問題としては,上の『和 |・]知恵

較』と『勘者御伽双紙』に以下の 12題 とその拾い

尽くし方が残されている.『勘者御伽双紙』には,

第一ケ條「中の字」,第ニケ條「六角」,第三ヶ條「井

筒」,第四ヶ條「かんざし」,第五ヶ條「五の字」,
第六ヶ條「八角」,第七ヶ條「九の字」の7題が取

り上げられ残されている。また『和國知恵較』には,

第一ケ條「枡形」,第ニケ條「矢の形」,第ニケ條「片

根矢の形」,第四ヶ條「八ツ橋」,第五ヶ條「卍の形」

の5題が取りLげられて残されている.

この 12題は,そ の問題すべてを転載しておく.さ

らにこの論説の最後にその取 り尽 くし方法も原本から

転載しておく。最初に,碁石拾いの例として『勘者御

伽双紙』から第一カ條の「中の字」(注 :多 分一番易

しい)を取り上げ解説を加えておこう.

「中の字」の取り尽くし方法と取り尽くし方の略記方

法

馬:
ユ
・

『和國知恵較』より

なおネットでの検索では,

「ひろいもの」は西洋では

「オルフェウスの石」と呼ば

れていたという記述も見つ

かっているが,今の所,根
拠となる資料にはたどり着

けておらず真偽の程は定か

ではない。上で言及した『東

西数学物語』(1956年 )は ,

2“t
,'ミ

lt

=襲
」
=,17
れ1:

, 1,´
モや(

声 :

⑨

⑩

①

③

　

⑫

⑩

⑩

⑦

⑥

⑤

④

③

②

①

⑬

　

Ｏ

　

⑬

⑩

⑮

⑭

「
~¬

|▼

`..(r―

*徳島大学理工学部
**倉吉北高校

-20-



徳島科学史雑誌 No38(2019)

●第ニケ條「六角」,第二ヶ條「井筒」,第四ケ條「か

んざし」,第五ヶ條「五の字」,第六ヶ條「八角」

○

○ ○
取 り尽くせる要石と取 り尽くし不可能な配置

注意)上で真ん中の部分を縦 3段から縦 4段にした

り,田 を加えて「田中」にしても取 り尽くし可能な

図形にできる。

この問題一つだけからも,和算で扱われた「碁石拾
い」の問題には,次のような特徴があることが見てと

れる.

1.簡単に分かる場合は扱わない.

2.その配置で無ければ取り尽くせない微妙な場合
を扱う。

碁石拾いの問題を解く場合,その微妙な所が難しく

もあり楽しみでもある部分である。しかし本当は,ギ
リギリ取り尽くしが可能な新しい配置を工夫して作る

ことの方が,与えられた問題を解くだけよりもっと興

味深いように思える。そのためにもここでは取り尽く

し可能という性質を数学的に考察してみることにしよ

う。なお本論文では,和算の「ひろいもの」も含め,
全て「碁石拾い」という呼称を用いることにする.

ここで,改めて「碁石拾い」のルールについて説明
しておこう。碁盤の上に置かれた石を,以下のルール

に従って拾う.

1.どこから取り始めても構わない.
2.上下左右 (縦横のみ)に移動しながら順に石を取
る。なお石のないところでは曲がれない.

3.進む先の石は必ず取る.

4.後戻りはできない.ま た斜めにも進めない .

5.全部の石を取 り尽くしたらゲーム終了.

ここで『勘者御伽双紙』から「中の字」以外の 6題

と『和國知恵較』から5題 ,『数学I手箱』から1題 ,

F東西数学物語』から1題 を転載しておく.

○

●『勘者御伽双紙』から,第七ヶ條「九の字」,『和國

知恵較』から第一ヶ條「枡形」,第ニケ條「矢の形」,

第三ヶ條「片根矢の形」,第四ヶ條「八ツ橋」,第五

ヶ條「卍の形」
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●『和国知恵較』から『算法玉手箱』から「Yの形」,
『東西数学物語』から「枡形」

2.「碁石拾い」の基本的な性質

碁石拾い(ひろいもの)は,上で述べたような過去の

和算の問題しか無いわけではない.現在でもパズルと
して次々新しい問題が作成されており,ネ ットで「碁

石拾い」と検索してみると新しい問題を載せているパ

ズルのサイトが少なからずヒットする.さ らにパズル

ゲームの出版社「ニコリ」は,「碁石拾い」という名

前で,新作の問題を掲載しており,ニ コリのwebサ
イトでは,次の問題が掲載されている.例題として解
答も併記しておこう.

丁heorem 2.1 与えられた碁石の配置に 3点以上の

端点があれば,その碁石を全て取 り尽くすことは不可
能である.ま た端点が 2点のとき,片方の端点を始点

とすれば,残 りの 1点は,必ず終点になる。

注意)ニ コリの例題では,⑨を始点すると,碁石は
決して拾いきれない.少 し考察を加えると①を始
点とする上の解は,上の配置のただ一通りの取 り尽
くし可能な碁石のオ合い`方であることも分かる。

以下,拾い尽 くすことが可能な碁石の配置を「取 り

尽 くし可能」,不可能な配置を「取 り尽 くし不可能」
と呼ぶ.上で述べた丁heorem 2.1は ,取 り尽 くし可

能な配置の必要条件が,端点が 2点以下であるという
命題である.2つの碁石の配置Al,A2で,Alは ,端
点 Sl,ム を持ち,A2は端点 S2,E2を 持つと仮定す
る。この 2つ の図形五1,_42の ■1の端点 Elと A2の

端点 S2を 繋いだ図形 Aを 考える。このときス1の碁

石 Slを始点として碁石を取 り始めたときにA2の部

分に移るときには,■ ,S2を 必ず経由しA2の部分
を取 り尽くすときは,E2を 終点とする拾い方をする場

合に,図形スを 2つの図形ム ,42の 「結合」と呼ぶ。

逆に,配置スが与えられたとき,Aを 2つ の配置
図形 _4]と A2に分けて,ス 1の碁石を取 り尽 くし,41
の決められた点ム を■1の 終点とし,隣接 した ]'■ 2
の点を■2の始点 S2と して続けて A2を取 り尽 くす場

合に,配置 _4を 2つ の配置 _41と A2に「分割する」
と呼び,ス >A10A2と 表す .
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上の例題で① と⑨ は,始点か終点のいずれかにし
かならない特殊な点である.従って片方を始点に選ベ

ば, 自動的に他方は終点になる。以下では,碁石拾い
の配置図のこの様な特殊な点を「端点」と呼ぶことに

する.こ のとき「一筆書きの解法」と類似する次のよ

うな性質が成立する.

分割の一例
`後

で述べるA=71,名 =D2.■ 2=72の
場合 )

丁heorem 2.2与えられた碁石の配置 Aを取 り尽 く
し可能な配置 Alと 取 り尽 くし可能な配置 A2の 2つ

の配置の結合に分割可能 (即ちA>ム O A2)であると
き,元の配置 Aは ,拾い尽くし可能である.

Theorem 2.3与 えられた碁石の配置Aに対して,
次のようなスの部分配置の集合 S=μ l,・ 。・・・・,Aヵ lが

ll縦 横のライン上で隣にある連続 して拾う幕石 という意味であ
り.間 に空白や既にとった碁石しかない場合も1斉接 していると
見なす .

①

ィrl、
マノ
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存在すると仮定する.

(1)Aの 石を取っていく過程で Sの いずれかの配置

A:∈ Sが必ず現れる.

(2)■ :∈ S(1≦ ι≦た)は全て取り尽くし不可能である.

このときAは取 り尽くし不可能である.

下記のような碁石の配置を「三角積み」η]と 呼ぶ .

この 2に今述べた定理を適用してみよう.ま ず zは ,

対角線に関して線対称な 2つの端点を持つので,取 り

尽くしの始点を「左上隅の石」,終点を「右下隅の石」
としても一般性を失わない.

r2    ■    ■     篤

上のように三角積みは,その一辺に並ぶ石の数れ

でナンバリングして,■ ,■ ,■ ,篤 と表すことに
する.すなわち三角積み zと は,一辺に碁石がれ個,

全体で碁石がれ+(れ 1)+ +1=弊⊇個上
のように二等辺直角三角形の形に並んだ場合を指す.

次にTη +2を ■と次のような台形部分D.に分割する.

一方で ■ は取 り尽くし可能である。次のような 2

通りの取 り尽くし方法があり,実はこれらが取り尽 く

し可能な全ての取 り尽くし方法である。

○○○○O ⑬⑭①③O ⑭⑥ ⑦③⑮
乳       取り尽くし法 1  取り尽くし法 2

2-2>D几 ● 2な ので,2が 取 り尽 くし可能なら
2+2も 取 り尽くし1可能であることが分かる.従 って

r2,角 が取 り尽 くし可能で,73の みが取 り尽 くし

不可能であることから,次が成立する。

Theorem 2.4三 角積み 為 は,れ が 3の場合を除き

取り尽くし可能である。

注意)福井昌則氏,末檀鴻輝氏,鈴木顕氏達は,報

告集 [8](2017)で碁石拾いの問題の計算困難性に

ついての結果を発表しており、その中でこの定理の

結果も既に我々とは独立に得ている.た だし後で述
べる取り尽くし方の数については,考察をしておら

ず.考察を加えた他の文献も今の所は見当たらない。

3.「三角積み」とフィボナッチ数

碁石拾いを考える場合,_Lで考察したように取り尽

くせるかどうかの判定が最初に扱うべき問題である。

次に考えるべき1つの問題は,取 り尽くせる場合に,
「一体何通り取り尽くし可能な方法があるか」である.

ここでは,碁石の初期配置スで,その始点 Sと 終点
Eがあらかじめ設定してあるような場合を扱う.その

全ての取り尽くし方法の総数をCm)と 書くことにす

る.最初に扱うのは,三角積みの所で考えた次ページ

のような台形配置 D′]で ある.Lと の関係でD.の
2れ +3個の碁石の中の始点と終点は,図で示した S,

Eに 固定しておく。このとき台形 22の取り尽くし方

の数 C(D2)に ついて次のことが成立する.

台形配置 D.の碁石の配置と始点 S,終点 Eの設定
は次の通り。
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○○○
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このとき,次の図で分かるようにんが 2以上のとき,

台形配置 2]は ,始点 Sか ら取 り始めれば,終点 Eま

で全ての石を取 り尽くせる手順があることが分かる。

D2の取り尽くし方および一般の 21の取り尽 くし方

角 が取 り尽 くし不可能であることは,次のように

して分かる。まず下の図のん は,端点を 3点持ち,

Theorem 2.1に より取 り尽くし不可能な配置である

ことが分かる.次にA=■ ,S=IAllと するとA,Sが ,

Theorem 2.3の 条件を満たす。従って■ は取 り尽

くし不可能であることが分かる.
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高され+1
高され

丁heorem 3.1 ん≧2の ときC(Dλ)=F泥 _1(れ 番目の

フイボナッチ数 )

D.の取 り方,真下の石を取る場合と左の石を取る場合

⑤
②③
①④
O⑤
O⑥
OO
OO

○○   ○○    ○○

漸化式 C(Dλ +2)=C(Dん +1)+C(Dれ )の根拠となる碁

石の配置は次を参照のこと.

Dれ +l(真下の石を取る場合 )

D花 +1

○ ○ ○ ○

D計 2(左の石を取る場合 )

D′ 1

注意)上の図で三という記号は,2つの配置の取り
尽くし方法が同一視できることを表わす。

上の図か ら漸化式 C(D4+2)=C(Dれ +1)+C(Dル )
が分かる。C(D3)=C(D2)=1は容易に確かめるこ
とができるので,併せて先程のフイボナッチ数での表
示が得られる。この結果と碁石配置の分割の考え方か

ら「三角積み」■ の取 り尽 くし方の数 C(乳 )の下か

らの評価が次のようにして得られる.簡単のため,
れ=27η +4に制限した場合の結果のみを述べておく.

T2れ +4>D2屁 +20r2滋 +2>D2れ +20D2れ O T2滋 >

… … >D2瀦 +2① D2aO D2れ -2① … … ① D2 0 T2

であり,取 り尽くし方法の総数に関する次の関係が得
られる.

C(r22+4)≧ C(D2れ -2)C(72溜 2)

≧C(D2“ ェ2)C(D2.)C(T22)≧

≧C(D2‐‐2)C(D2滑 )C(D2■ -2) C(D2)C tr2)

Theorem 3.2 C (Tr^*n)> Fr**, . F2* t ...... F3. Fl

れ≧1の とき,フ ィボナッチ数の下からの評価式
F注 ≧φ几-2が成立することを用いると次の評価式を得

る.

Theorem 3.3 1og(〕

“

られ+4)≧ (1。 gφ )れ2, ここでφ

は黄金比⊥上正三である

なおれ!の上からの評価を用いた上からの評価式も

併せて書くと次を得る。

丁heorem 3.4(10g φ)″ノ≦10g C(T2れ +4)

≦(log(4れ +2))(2れ2+97,2+5).

ん=2れ +5の時も,偶数の場合と同様に

T2屁 +5>D2れ +3 ① T2瀦 +3>D2屁 +3 ① D2胤 +10
r2″ +l>… … >D2屁 +30D2凛 +l ① D22-l① …… ○

D50篤 であり,取 り尽 くし方法の総数に関しても
同様の以下の評価式を得る.

Ｃ

Ｃ

⑤

Ｏ

Ｏ

○○ 高さ1
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Ｏ
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①
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①
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⑨
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Ｇ

Ｏ

③
④
Ｏ
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⑤
②
①
Ｏ
Ｏ
Ｏ

一
〓

③

④

Ｏ

Ｏ
Ｏ

Ｏ

⑤
②
①
Ｏ
Ｏ
Ｏ
Ｏ

③

④

⑤
Ｏ

③
②
①
Ｏ
Ｏ

③

④

⑤

③

⑨
Ｏ

③
②
①
⑥
④
Ｏ
Ｏ

C(r2a-5'≧≧C(1)2洸 -3)C(r2″ ]+3)≧≧

C(D2“ -3)C(D2■ 11'C(T22-1)≧

C(D2′ -3)C(D2“ 11)C(D2濯 -1)・

・>

C(D5)C(r5)

Theorem 3.5 C (72**s) ) F2^*z . Fz^ .....F+ . Fz

丁heorem 3.6 10g C(72れ +5)≧ (10g φ)(7,22+れ )
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Theorem 3.7(10g φ)(れ 2+7,2)≦ 10g C(T2〃 +5)≦

(log(4れ +4))(2れ 2+11れ +10).

4.枡形の場合

東西数学物語で扱われたタイプの「枡形」の系列に

ついても,取 り尽 くし可能性の問題を考えてみよう.

下記のような碁石の配置を「枡形」κれと呼ぶ。この

]`lに Theorem 2.2を 適用する.観 と同様に,if几 も
対角線に関して線対称な 2つの端点を持つので,取 り

尽くしの始点を「左上隅の石」,終点を「右下隅の石」
としてよい。また下の図 ]イ1の ときのL4と 同様に,

νlに含まれる 2× れの L字フック型構造に着目する

と,νれ+2を本質的に″1と 同一視できる部分とL,-2
とに三分割できる。すなわち″‐2>L″ O■イ■と見な

すことができる.

○
○   ○
○○  ○
〇〇〇 〇

れ×2の れ段 2列 の長方形の形の碁石の配置 R(れ ,2)

を考える。このれ段 2列の左列上端の碁石を始点と

して,右列最上段の石を終点とする取 り尽 くし方を

rれ =Cは (れ,2))と する。このとき台形 Dηの場合と同
様に r2=r3‐ 1,L+2=′″1+″ろが成立 して,結局
rれ =几 _1が成立することが示せる。

まず正方形 S2れ +4は ,S2屁 +4>R(2れ +4,2)①

R(2れ +4,2れ +2)

>R(2れ +4,2)OR(2れ +4,2)① R(2れ +4,2“ )
>R(2“ +4,2)O… …

eR(2れ +4,2)① R(4,2れ +4).

さらにR(4,2れ +4)は 次のような分割を許すこと

から次の下からの評価が得られる.

⑤ ①

○○○

:: ①  ::
○○   ○○
R(2.2れ )OR(2.2れ +1)

丁heorem 4.2 C(1イ 2〃 +4)≧ F′嘉十1「 F2が F2れ -1・

ηlの 時と同様に, フイボナッチ数の下からの評価

式ユ}≧ φに2を 用いると次の下からの評価ができる.

丁heorem 4.3 10g C(fИ 2″ -1)≧ (10g φ)(2れ2+6れ -5).

なお上からの評価も併せて次のような結果を得る。

丁heorem 4.4 (log φ)(2“ 2+6れ -5)≦ log C(■イ2η +4)

≦ (log(4れ +5))(4れ2+16れ +15).

れ=2れ +3の時も,偶数の場合 と同様に

″ 2■ +3>R(2れ +3,2)① R(2れ +3,2れ +1)>

R(2れ +3,2)① R(2れ +3,2)OR(2れ +3,2れ -1)>

…… >R(27,1+3,2)① R(2れ +3,2)① ・…・・

OR(2れ +3,2)① R(27,2+3,1).

取り尽くし方法の総数に関しても同様に評価式

C(M24+3)≧ F'け12≧ φ2■
2+2れ が成立し最終的に次の

評価が得られる.

Theorem 4.5 (log φ)(2れ2+2れ )≦

10g(〕 (■イ2〃 +3)≦ (10g(4れ +3))(2″ノ+12れ +8)

最後に最初に述べた古典の「碁石拾い」の取 り尽く

し方法 (それぞれ『勘者御伽双紙』,『和国知恵較』,『東
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ここで L+2は左上の碁石を始点として,左端の 2

段 目の碁石を終点とする取 り尽 くしが常に可能なの

で,″7!が取 り尽 くし可能ならν■ 2も 取 り尽 くし可
能である.ま ず枡形κlは ,三角積み ら と同一なの

で取 り尽 くし可能であ り,枡形″2は,三角積み Ъ
と同一なので取 り尽くし不可能である.

一方で,枡形″4については,東西数学物語で,全
ての取 り尽くし方が数えられていて全部で 32通 りの

取 り尽 くし方が可能であることが示されている。以上

から次の定理を得る.

丁heorem 4.1 枡形νLは ,れ が 2の場合を除き全て

取 り尽くし可能である.

枡形 ]4に ついても取 り尽 くし方の総数 C(νl)を

考えることができるが,上 の定理で用いた L字 フッ

ク型 Lη を用いた場合の下からの評価は,C(κ晨2)≧
C(Lt12)C04)≧ E2-lFに ]C04)を 帰納的に用いる
ことで得られる。一方でれ×れの正方形の碁石の配

置 Sれの始点を左上端の点,終点を右下端の点とした

ときの取り尽くし方の総数 C(Sη )と の間には,関係
C(■4)≧ C(Sη )が成立する.こ の関係を用いると,少
しだけであるが以下のように下からの評価が改良でき

る.
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[研究ノート]碁石拾いと Fibonacci数

西数学物語』に記載された解法)を転載しておこう

『勘者御伽双紙』第二ヶ條「六角」,第ニケ條「井筒」,

第四ヶ條「かんざし」,第五ヶ條「五の字」,第六ヶ條
「人角」

F算
法玉手箱』「 Yの形」(「かんざし」の上下をひっく

り返した配置で記載されている取 り尽くし方も対称),

『東西数学物語』の「枡形」(32通 りの取 り尽くし方の

1番 目)
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